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Eserizio 1 Sia f = X2 +X + 1 ∈ Q[X ] e
A =
{ g
h
: g, h ∈ Q[X ], f 6 |h
}
.
a. Veriare he A è un anello;
A è un sottoinsieme di Q(X) il ampo delle frazioni di Q[X ] per ui è suiente veriare le seguenti
proprietà:
• 0 = 0
1
∈ A;
• Se g
h
, g
′
h′
∈ A allora g
h
− g′
h′
= gh
′
−g′h
hh′
∈ A. Infatti, siome f è irriduibile, f 6 |hh′.
• 1 = 1
1
∈ A;
• Se g
h
, g
′
h′
∈ A allora g
h
g′
h′
= gg
′
hh′
∈ A. Infatti, siome f è irriduibile, f 6 |hh′.
b. Determinare gli elementi invertibili di A;
Mostriamo he
U(A) = { g
h
: f 6 |g, h}.
Infatti, se
g
h
∈ U(A) allora esiste g′
h′
∈ A tale he gg′
hh′
= 1, ioè gg′ = hh′. Siome f 6 |hh′ allora
f 6 |gg′ e quindi f 6 |g. Vieversa, se f 6 |g, h allora hiaramente g
h
è invertibile essendo il suo inverso
h
g
∈ A.
. Mostrare he A ha un solo ideale massimale I;
I = { fg
h
: f 6 |h} è un ideale. I è l'unio massimale perhé gli elementi he non stanno in A sono
preisamente gli elementi invertibili.
d. Stabilire se il ampo A/I è un'estensione nita di Q.
In A/I abbiamo f = 0 e quindi ... g
h
si può srivere nella forma aX+b e quindi abbiamo un'estensione
nita di Q.
Eserizio 2 Siano α, β ∈ Z[i] tali he MCD(N(α), N(β)) = 10. Poniamo I = (α, β).
a. Mostrare he I è generato da un elemento la ui norma è un divisore di 10;
Sia γ = MCD(α, β). Dalla teoria sappiamo he I = (γ). E siome γ|α, β, dalla moltipliatività
della norma abbiamo N(γ)|N(α), N(β) e quindi N(γ)|MCD(N(α), N(β)) = 10.
b. Stabilire se I può essere uguale a Z[i];
Questo aade se solo se γ è invertibile e dobbiamo apire se questo è possibile. Esiste un unio
elemento a meno di assoiati, ioè 1+ i, di norma 2 e quindi 1+ i divide sia α he β. Di onseguenza
1 + i divide γ e quindi γ non è invertibile.
. Stabilire se I può essere massimale;
Dal punto preedente I può essere massimale se e solo se γ = 1 + i (sempre a meno di assoiati).
Questo può apitare se α = (1 + i)(1 + 2i) e β = (1 + i)(1 − 2i). In questo aso le ondizioni sono
tutte soddisfatte.
d. Stabilire quanti elementi può avere l'anello Z[i]/I.
Da punti preedenti abbiamo solo 3 possibilità:
• γ = 1 + i e in questo aso Z[i]/I ∼= Z2;
• γ = (1 + i)(1 + 2i) (ad esempio se α = β = (1 + i)(1 + 2i). In questo aso, usando ad esempio il
teorema inese del resto abbiamo
Z[i]/I ∼= Z[i]
(1 + i)
× Z[i]
1 + 2i
∼= Z2 × Z5 ∼= Z10.
• γ = (1+i)(1−2i) (ad esempio se α = β = (1+i)(1−2i)). Come nel aso preedente Z[i]/I ∼= Z10.
Eserizio 3 Sia K un'estensione di Q.
a. Mostrare he se [K : Q] = 2 allora esiste f ∈ Q[X ] tale he K è un ampo di spezzamento per f .
Sia α ∈ K \ Q. Allora α è algebrio di grado 2 su Q e sia quindi f il suo polinomio minimo. Se β è
l'altra radie di f abbiamo β ∈ Q[α] e quindi K = Q[α] = Q[α, β] è il ampo si spezzamento di f su
Q.
b. Supponiamo he K sia il ampo di spezzamento di un polinomio irriduibile f di grado 3. Sia
ϕ : K → C un omomorsmo tale he ϕ(a) = a per ogni a ∈ Q e α una radie di f . Mostrare he
anhe ϕ(α) è una radie di f . Dedurre he ϕ(K) ⊆ K;
Se f = a0 + a1X + a2X
2 +X3 è il polinomio minimo di α abbiamo
0 = ϕ(0) = ϕ(a0 + a1α+ a2α
2 + α3) = a0 + a1ϕ(α) + a2ϕ(α)
2 + ϕ(α)3
dove abbiamo usato le proprietà di omomorsmo di ϕ e il fatto he ϕ(a) = a per ogni a ∈ Q. Ne
segue he ϕ(α) é anhe una radie di f .
Siome K è generato su Q dalle radii di f onludiamo he ϕ(K) ⊆ K.
. Mostrare he se K = Q[ 3
√
2] allora non esiste un polinomio f tale he K sia un ampo di spezzamento
per f su Q.
Sia β una radie non reale di X3 − 2. Sappiamo dalla teoria he ϕ : Q[ 3√2]→ Q[β] dato da
ϕ(a0 + a1
3
√
2 + a2
3
√
2
2
) = a0 + a1β + a2β
2
è un isomorsmo di anelli (ampi, in questo aso). Questo ϕ ontraddie il punto (b.) in quanto
ϕ(K) 6⊆ K e quindi K non può essere un ampo di spezzamento.
